AR 2022/2023 1. polo semestralni test — vzorové priklady
pro F7TPBBLAD, FTPBKAD, 17PBBLAD, 17PBOMAL1

Teorie
1. Co je posloupnost realnych ¢isel, co je maximum, minimum, supremum, infimum, monotonie posloupnosti,
omezenost, limita.
2. Co je realna funkce jedné realné proménné, jeji defini¢ni obor, obor hodnot, graf. Vlastnosti funkce (sudost,
lichost, periodicita), prosta funkce, inverzni funkce.
Maximum, minimum (lokalni, globalni), supremum, infimum, monotonie funkce, omezenost funkce.
Limita funkce definice, uziti (v€etné jednostrannych limit).
5. Asymptota ke grafu funkce: asymptota bez smérnice, asymptota se smérnici, pouziti limit pfi uréovani
asymptot.
6. Spojitd funkce v bodé, na intervalu. Souvislost mezi limitou v bod¢ a spojitosti funkce v bodé.
7. Derivace funkce v bodé, derivace funkce na intervalu, pravidla pro derivovani funkce (soucet, rozdil, souéin,
podil, slozena funkce).
8. Tecna a normala ke grafu funkce, souvislost mezi smérnici teCny a monotonii funkce v okoli.
9. Vysetfovani prub¢hu funkce. Souvislost mezi 1. derivaci a monotonii funkce a jak uréujeme lokalni extrémy.
Souvislost 2.derivace funkce a konkavnosti/konvexnosti funkce, co je inflexni bod a jak ho uréujeme.

>~ w

I. Posloupnosti
a) Urdete maximum, minimum, supremum a infimum a limitu posloupnosti {a, } " pokud tyto existuji.

b) Zjistéte vlastnosti posloupnosti {an }::1 (omezenost shora/zdola, monotonie) a své tvrzeni zdivodnéte.

{an}::1:

. {n3+6n—4} N { 4n } {2n2+4} . {(n—z)"}

)] — i) — iii) — V)| —
2n--3n+2 -3n“+5n+1 5n°“—n n+1

Il. Funkce
11.1 Asymptoty funkce f
Pro danou funkci f (X)
a) UrCete defini¢ni obor funkce f(X) a vSechny jeji asymptoty.
b) Nacrtnéte asymptoty a graf funkce v blizkosti asymptot.
f(x)=
3x* +5x—2 . —3X+5 _AXP—x+2

i) —, i , iii) arctg x — 2x, \Y
) X+ 2 ) x-1 ) g ) 2X+1

11.2. Spojitost funkce

2px>—p’x  x<1

JX+3-p x>1'

a) Zapiste podminku, kterou musi funkce f splfiovat, aby ji bylo mozné spojité dodefinovat v bodé X =1.
b) Urcéete nenulovou hodnotu parametru p, pro kterou lze funkci f v bodé X =1spojité dodefinovat.
c) Pro stanovenou hodnotu parametru p zapiste funkci f a vypoététe funkéni hodnotu v bodé X =1.
2
px+22 xe(0,2)
p+x° X€(2,+oo)

i) Dana funkce f,(X)= <

i) Dana funkce f (x)= <
a) Zapiste podminku, ktera musi platit, aby dana funkce byla v bodé X = 2 spojita.

b) Urcete vSechny hodnoty parametru p, pro které je funkce f spojitou funkei v bodé X =2,
¢) Zapiste pro kazdou uréenou hodnotu parametru p funkci f a uréete funkéni hodnotu v bodé x=2.
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11.3 V prikladech i) - V)
a) Urcete defini¢ni obor dané funkce a rozhodnéte, zda je funkce lichd, nebo suda, nebo ani licha, ani suda.
b) Spoctéte derivaci dané funkce a urcete definiéni obor derivace.

Xt —x2+1
i) Spoctéte derivaci funkce f(X)= v bodé X=0 arozhodnéte, zda je funkce v pravém okoli tohoto
bodu rostouci, nebo klesajici.
. 2X . . .
i) f(x)= 2 37 Kde je dana funkce rostouci? Kde je dané funkce klesajici?
—oX

Sestavte rovnici te¢ny v bodé X =1.

iii) Dana funkce f (X)=In(x*—2x—23)
Spoctéte derivaci zadané funkce v bodé X =4 a rozhodnéte, zda v jeho levém okoli je funkce f rostouci, nebo

klesajici. Obdobné rozhodnéte, zda v jeho pravém okoli je funkce f rostouci, nebo klesajici. Urcete rovnici tecny
vbodé X=4.

iv) Dana funkce f (X) = (Sin(3x) —cos(2x))? . Spo¢téte derivaci zadané funkce v bodé X =0 a rozhodnéte, zda
Vv jeho okoli je funkce f rostouci, nebo klesajici.

v) Dana funkce f(X)=In(x+6)-4/-x*-3x+10.

Spoctéte derivaci zadané funkce v bodé X = 0 a popiste jeji chovani v pravém okoli bodu X =0.

Napovéda: In(6) =1.8.

V prikladech vi-vii vysetiete pribéh funkce:

vi) f(x)=4x>—-5x"—40x>. Dtje celé R. Spoététe limity v krajnich bodech Dr.

Urcete intervaly monotonie a lokalni extrémy funkce f (x) . Urcete intervaly, na kterych je funkce f (X)

konkavni, na kterych intervalech je f (x) konvexni. Stanovte jeji inflexni body, uréete obor hodnot funkce
f (X) anacrtnéte jeji graf.

vii) f(x)=-2x*>—2x*+36x—1. Dtje celé R. Spo&téte limity v krajnich bodech Dx.

Urcete intervaly monotonie a lokalni extrémy funkce f (X) . Urcete intervaly, na kterych je funkce f (X)
konkavni a na kterych intervalech je f (x) konvexni. Stanovte inflexni body f (X) .

Urcete obor hodnot funkce f (X) a naértnéte jeji graf.

Vysledky
. . . shora | zdola .
l. min inf max sup lim monotonie
omez. | omez.
. n® n"+6n-4 : ,
i a,=3 3 nema +00 +00 ne ano | 2nirostouct
2n°—3n+2 ani klesajici
B ani rostouci
ii =-8 | - =4 2 n n . L
{ —3n° +5n +1} % 8 %=3 : 0 ano a0 | ani Klesajici
2n+4 , ) 5 5 ) L
iii 7 Nema 5 2 2 5 ano ano klesajici
i 1 _1 : -3 -3 :
iv > > nema e e ano ano rostouci
n +1

1. polo semestralni test-vzorové piiklady AR 2022/23 str. 2



1.1 f(x) D b?;gggﬁgge Asymptoty se smérnici
2 15y — nema vV —o0:y=3x-1
i SxT+5x=2 (—o0,—2)U(-2,0) (konegna limita Y
X+2 _ V+oo:y=3x-1
V X=—2)
. -3X+5 V —0:y=-3
i ) (—oo,l)u(l,oo) x=1 Vil y =3
V —o0:y=-2X—-%
ii arctg x — 2x (—o0, +0) nemé y 2
V+ooly=-2X+%
2 vV —ooiy=2x-3
iv 4X—X+2 (_OO,—%)U(—%,OO) X:—% y 2
2x+1 V4oo:y=2x-3
1.2 f (x) p | Zapis funkce f, (x)
22 -x  x<1
1 | f,(x)= f,)=1
_ - 2p2 - p*x  x<1 ) <m—1 x>1 i)
i = ,
P /_X 3-p x>1 ) £ = 4x°—-4x  x<1 f1)=0
’ JXx+3-2 x>1 2
px+22 xe(0,2) 2x+4 xe(0,2)
i f = f,(x) = =
! » () <p+X2 Xe(2,+oo) 2 :(X) 2+ Xx° Xe(2,+oo) (2)=6
11.3
e%x"—xzﬂ s
i) f(x)= D, =R, f'(x)=1e” ™. (2x*~2x) , D,, =D,

f'(0)=0, v pravém okoli je f'(0,) <0, tedy v pravém okoli bodu X =0a je f klesajici.
Pozn. V levém okoli bodu X=0 je f'(0_) >0, tedy je funkce f rostouci.

V bodé¢ X =0 ma funkce lokalni maximum.

. 2X 2 4+ %
i) f(X)=————. D, =(~0,-2)u(-2,2)u(2,©), f'(xX)==———,D,, =D..
) ( ) 12—3X2 f ( ) ( ) ( ) ( ) 3(4—X2)2 f f
. , ,2 4+x o ,
Funkce je rostouci na (—o0,—2), na (—2,2) ana (2,o) nebot 3 G- >0 na kazdém z uvedenych
—X
intervald.
Pozn. Funkce f neni rostouci na celém definiénim oboru! Pro¢?
i) f(x) = In(x2 —2x-3), D; =(—0,-1) U(3,), f'(x) =%, D;. =Dy,
X5 —2X—

V bodéx=4je f'(4) = g tedy v levém i pravém okoli tohoto bodu je derivace kladna a funkce rostouci.
Te¢na vbodé A=[4,In(5)]s rovnici y—In(5)=2&(x—4)

iv) f(X) = (sin(3x) —cos(2x))*, D, =R, f'(x) = 2(sin(3x) —cos(2x))(3cos(3x) + 2sin(2x)), D,. = D, ,
v bod¢ x=0 je f'(0)=2(0-1)(3+0)=—-6, tedy v okoli tohoto bodu je funkce f klesajici.
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v) f(x)=In(x+6)-v—x*-3x+10,D, =[-5,2],

F1(X) = —— o —3x+10 + In(x+ 6)——22X=3___ D =(-5,2),
X+6 24/-x2 —3x+10

1 -3 . )
f'(0) ==-410 +In(6) ——= < 0, funkce je v pravém okoli (a téZ v levém okoli) klesajici.
(0) 5 v ( )2@ jevp ( ) j

Napovéda: In(6) =1.8

vi) f(x)=4x>-5x"-40x%%
lim (4x° —5x* —40x%) = lim x*(4 -2 %) = +o0

X—>+0

lim (4x° —5x* - 40x°) = lim x*(4 -2 - 9) = —0

Xfﬁ’(x) = 20x* —20x° —120%* = 20x*(X* =X —6) = X, =0,%, =-2,X, = 3.

f (X) je rostouci na (—oo,—2> ana (3, +0); f(x) je klesajici na (-2,3).

Lokalni maximum v bodé x =-2, f (=2) =112, lokalni minimum v bodé x =3, f (3) =-513
f(x) =80x° — 60X — 240X = 20X(4X* —3x—12) = X, = 0,X, = § L2 x, = &4 J20I

f (x) je konkavni na (—oo,g_@> ana <0,%+@>;

f(x) je konvexni na (3 —422%,0) ana (3+2L,+o0).

Inflexni body: x, =0,x, = - 320 x —3 4 J200
Oborem hodnot je celé R.

4 x%-5 x*-40 x°

1007 7

100 X
-200 1 b

-300 \

-400 + A\
X

N b
-500 + A 1

-2 -1 0 1 2 3
X

vii) f(x)=-2x*-3x*+36x-1
lim (=2x% —3x* +36x—1) = lim x3(—2—§+§—%) =—0o0

lim (=2x° = 3x* +36x 1) = lim x*(-2-2+ % - 1) = +0
f'(X) =—6X* —6X+36 =6(-x" —X+6) = X, =-3,X, = 2.
f (x) je Klesajici na (—o0,—3) ana (2,+); f (x) je rostouci na (-3,2).

Lokalni minimum v bodé x =-3, f (-3) =82, lokalni maximum v bodé x=2, f (2) =43
f'"(x)=-12x-6=0=x =—1.

f (x) je konvexni na (—oo,—%), f (x) je konkéavni na <—%,+oo).
Inflexni bod: x, =—%. Obor hodnot cele R.
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